Clarken Avaruusseikkailu ja Newtonin gravitaatiolaki
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Tiivistelméa

Kuuluisassa Avaruusseikkailu (Space Odyssey) -tetralogiassaan A.C. Clarke kutsuu mas-
siivisen suorakulmaisen sdrmitn, monoliitin, gravitaatiokentissa liikkkuvan massapisteen ra-
dan laskemista klassiseksi gravitaatiomekaniikan ongelmaksi. Téssé artikkelissa esitetdén rat-
kaisu kyseiseen probleemaan Newtonin gravitaatioteoriaa kéyttéden ja havaitaan etta tietyssé
alkutilanteessa liikeradat ovat kaoottisia. Aluksi tarkastellaan homogeenisen pallon tapausta
ja yleistetddn Newtonin gravitaatiolakia niin, ettd monoliitin gravitaatiokentéan késittely tu-
lee mahdolliseksi. Tamén jédlkeen verrataan monoliitin ja homogeenisen pallon aiheuttamia
gravitaatiokenttid kesken#ddn sekd kehitetddn laskentaympéristo, jossa yleisestd alkutilan-
teesta ldhtien voidaan ratkaista monoliitin gravitaatiokentéssd tapahtuvan vapaan pudotuk-
sen liikeradat. Viimeisessd kappaleessa tarkastellaan monoliitin tasapotentiaalipintojen muo-
dostamista. Symbolisten ja numeeristen laskelmien yhdistdminen seké tulosten visualisointi
tehddan Maple-laskentaympéaristossa.

1 Johdanto

A.C. Clarken Avaruusseikkailuteoksissa, Space Odyssey [3, 4], kisitelldéin avaruusaluksen lii-
kettd monoliitin gravitaatiokentissi tilanteessa, jossa monoliitin sivujen suhteet ovat 1:4:9.
Clarke kutsuu radan laskemista klassiseksi gravitaatiomekaniikan ongelmaksi. Tulemme kui-
tenkin nikemaéin, ettei Newtonin liikeyhtédloiden soveltaminen ole tésséd tilanteessa aivan
suoraviivaista ja ettd liikeradat voivat olla kaoottisia.



2 Newtonin gravitaatiolaki

Tarkastellaan kahta massapistettd m; ja mso. Olkoon ensimméinen massapiste koordinaa-
tiston origossa ja toinen massapiste kohdassa (x,y, z). Newtonin gravitaatiolain [5] mukaan
nadma massapisteet vetavit toisiaan puoleensa voimalla F':

. KMy Mo x = Newtonin gravitatiovakio
F=F——-—"-¢12, missdi . _ massapisteitd m1 ja mo yhdistivin (1)
x2 4+ 92 + 92 €12 = . . . .
Yy Yy janan suuntainen yksikkovektori

Tamé& vetovoimalaki voidaan yleistdd koskemaan kahta homogeenista palloa niin, ettd pal-
lojen massat voidaan ajatella sijaitsevan pallojen keskipisteessd. Tarkastellaan seuraavaksi
tdman yleistyksen johtamista.

Olkoon homogeneenisen pallon, massa M; ja side R, keskipiste origossa ja sijaitkoon
masapiste mg kohdassa (x,0,0), > R. Pallon aiheuttaaman vetovoiman suuruutta |F| =
KMy My z~? ei voi suoraan johtaa laskemalla médritty integraali |F| = kme [y, 272 dMi,
koska pallon geometrinen rakenne on erilainen kuten kuvasta 1 ndhddéan. Seuraavassa laske-
taan ensin massapisteen mso potentiaalienergia pallon M, gravitaatiokentdssé.

2.1 Potentiaalienergia

Massapisteen ms potentiaalienergia massapisteen my gravitaatiokentéssd on yhtésuuri kuin
tyo, joka vaaditaan siirtdmé&dn massa ms nykyisesté sijainnistaan ddrettémén kauas. Olete-
taan ettd massapistettd mo siirretdén pitkin yleistd parametrisesti maarattya avaruuskayraé,
jonka paikkavektoriesitys on S = [z(p), y(p), z(p)], missd p on parametri. Kun my siirtyy dif-
ferentiaalisen matkan d.S. , voidaan yht#lod (1) ja differentiaalisen tyon esitystd dIWW = F-dS
kéyttden madrittad vastaava potentiaalienergia W:

d R(p)
b Kmy

ma C
W =xm mg/ dp dp = , MISsd R(p)=+/z(p)*+y(p)*+z(p)>. (2)
» R(p)? R(p)

Jos potentiaalienergia W tunnetaan, gravitaatiovoima voidaan méarittdd kayttamalla
relaatiota F' = —VIWV.

2.2 Homogeenisen pallon ja massapisteen vilinen gravitaatiovoima

Kohdassa (X,Y, Z) sijaitsevan pisteméisen massan dM potentiaalienergia W voidaan nyt
laskea homogeenisen pallon gravitaatiokentiissd. Oletetaan ettd pallon keskipiste sijaitsee
origossa ja olkoon sen massa m ja side R. Kuten kuvasta 1 nidhdéén, pallon differentiaa-
linen massa-alkio dm esitetddn sylinterikoordinaattien avulla. Pallon tiheys on p = 437 Sl

Potentiaalienergia W saa méaérattyjen integraalien avulla muodon

R VvV R?—z2 27 pr
W:ndM/ / / ——— d¢ |dr|dxz, (3)
—R\’0 0 (X —a)* 412
josta gravitaatiovoima saadaan laskujen jialkeen muotoon

kmdM
X )

Kohdasta (4) néhddén ettd gravitaatiovuorovaikutus homogeenisen pallon ja massapisteen
valilld méardaytyy saman lain perusteella kuin gravitaatiovuorovaikutus kahden massapisteen



vililld, kts. kohta (1). Yleistys kahden pallon gravitaatiovuorovaikutukselle saadaan toista-
malla sama prosessi. Havaitaan ettd pallojen vilinen painovoima on yhtd suuri kuin jos
kummankin pallon massa olisi kokonaan keskittynyt niiden keskipisteeseen.

2.3 Gravitaatiokenttid homogeenisen pallon sisilla

Olkoon piste P homogeenisen pallon S sisilld. Tarkastellaan pisteen P ulkopuolella olevaa
onttoa palloa, siis sitd osaa pallosta S, jonka sdde on suurempi kuin pisteen P etéisyyys
pallon keskipisteestd. Tamé ontto pallo voidaan jakaa differentiaalista vahvuutta dr oleviin
samankeskisiin pallon kuoriin ja lopulta osoittaa, ettd pisteen P ulkopuolella olevan onton
pallon aiheuttama gravitaatiovuorovaikutus hévidd kokonaan. Yksityiskohtaiset laskelmat
loytyvit artikkelista [1]. Sama tulos saadaan myos Gaussin lain avulla, jonka mukaan gravi-
taatiovuo (gravitaatiokentén pintaintegraali) minké tahansa suljetun pinnan ldpi on suoraan
verrannollinen pinnan sisilld olevaan massaan. Onton pallon tapauksessa sisdpuolinen massa
on luonnollisesti nolla, joten sielld jokaisessa pisteessé gravitaatiovuo — ja néin ollen myos
kiihtyvyys — on nolla. Lopputulokseksi saadan siis, etté pisteeseen P kohdistuva gravitaatio-
voima tulee vain siitd osasta taytta palloa, jonka séide on pienempi kuin pisteen P etéisyys
pallon keskipisteesta.

Homogeenisen pallon, siide R ja massa M, (sama kuin monoliitin massa), etédisyydelld
d aikaansaama testimassan dM kiihtyvyys A on pallon siséi ja ulkopuolella seuraava:

R, = 3L
Kkd M, K My s T
A, = RS kun d < Ry, Ay = R2 kun d > Rg, missi __ monoliitin lyhimmén (5)
s s " sivun pituus

Perustellaan vield kohdassa (5) olevaa pallon sisépuolista kiihtyvyyttd. Todellakin, kun d <
R, on keskipisteesté etaisyydelld d olevan pallon massa M, yhtédsuuri kuin mittakaavan

3
. w (= 3) M
kuutio kertaa M. Néin ollen A, = ”C]l\f‘l = LB = H%¥S~

Jatkossa monoliitin massa on sama kuin edelld mainittu M.

3 Avaruusseikkailun monoliitin gravitaatiokentti

Lasketaan monoliitin gravitaatiokiihtyvyys A = [Az, Ay, A.] Maple 13 ohjelman avulla.
Téssé esitetdén vain z-akselin suuntaisen kiihtyvyyden A, laskeminen. Kiihtyvyydet A,
ja A, saadaan vastaavasti.

3.1 Monoliitin gravitaatiovoima

Eiitetéiéin kiihtyvyysvektori Sl-yksikkojérjestelméssé, jolloin sen pituuden yksikkoé on
[|[Alls; = ms™2. Laskuissa kéiytettdviin kiihtyvyysvektorin numeeriset komponentit ovat
laaduttomia ja todellisen kiihtyvyyden saamiseksi ne tulee kertoa pituuden yksikolld (m),
materian tiheydelld p, olettaen ettd p = 2000kg m >, ja Newtonin gravitatiovakiolla x =
6.674 - 107" m3s 2 kg ™', mikii antaa kokonaiskertoimeksi 1.335 - 10~ "ms~2. Timi kerroin
on pieni, eiké sité ole tarpeellista kayttaa suhteellisen kiihtyvyyden laskemisen vilivaiheissa.
Ainoastaan lopputulos tulee kertoa télld arvolla todellisen kiihtyvyyden laskemiseksi. Me-
nettely luonnollisesti vaikuttaa myos kiytettavien aika-askeleiden kokoon.
Kirjoitettaan alkuosa koodista:



> restart; with(plots): with(LinearAlgebra): R:=sqrt((X-x) 2+(Y-y) 2+(Z-z)"2):
> Lx:=9%T/2; Ly:=2%T; Lz:=T/2; Ix1:=Int((X-x)/R"3,x):

> Ix1:=simplify(Eval(Ix1,x=Lx)-Eval(Ixl,x=-Lx)): Ixl:=value(Ix1):

> Ix2:=Int(Ixl,y=-Ly..Ly); Ix2:=combine(value(Ix2),1ln,symbolic);

(%01 4 %4) (%2 4 %5)  %1=—2Y 4T, %2=—2Y 4T
Iz2 =1n ,issd  %3=4X2497T24+4Y 2 +16Y T+42° 442> 82> (6)
(%1 + %5)(%2 + %4) %4=v/%3+36XT, %5=+/%3—36XT.

Symboliset lausekkeet ovat mutkikkaita, joten lopullista kithtyvyyskomponentin A, las-
kemista ei suoriteta symbolisesti. Sen sijaan muodostetaan komponentille A, laskemisme-
netelmé, joka suorittaa numeerisen integroinnin massapisteen m sijaintikohdassa [X,Y, Z].
Kéytetddan 10 merkitsevan numeron tarkkuutta. Integrointia varten tulee ensin valita mono-
liitin lyhimmé&n sivun pituus, koska sen tarkkaa arvoa ei ole mainittu missdén julkaisuista
[1-4]. Oletetaan jatkossa, ettd T'= 10 km.

> T:=1eb; Ax:=(a,b,c)->evalf (Int(subs(X=a,Y=b,Z=c,Ix2),z=-Lz..Lz,epsilon=10),10);

Voimme nyt esittdd monoliitin gravitaatiovoimien kuvaajat eri koordinaattiakseleiden
suuntaan ja verraata niitd homogeenisen pallon vastaavaan tilanteeseen. Pallon ja monoliitin
massat ja massatiheydet ovat samat. Monoliitin gravitaatiovoiman kayra X-akselin suuntaan
on merkitty punaisella, Y-akselin suuntaan siniselld ja Z-akselin suuntaan vihreélla. Pallon
gravitaatiovoiman kayré séteen suuntaan on véariltdan musta. Kuvan 2 kayristd ndhdéén, etta
gravitaatiovoima monoliitin ympaéristossd on hyvin erilainen kuin gravitaatiovoima pallon
ympéristossi.
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Kuva 1: Gravitaatiovuorovaikutus pallon Kuva 2: Monoliitin ja pallon
ja massapisteen dM vililla. gravitaatiovoimat.

4 Liike monoliitin gravitaatiokentissa

Kappaleen liike monoliitin gravitaatiokentéssi voidaan ratkaista Newtonin [5] standardimuo-
toisia liikkeyht&loita kédyttéen:
d2 P (t)
dt?

dP(t)

:A'(t)7 F_;(O): [X07YOaZO]7 dt

::[v%o’vzovvgo]' (7)
t=0

Tamé on epélineaarinen toisen kertaluvun differentiaaliyhtiloryhmé, jolla ei téssi ta-
pauksessa ole analyyttisti ratkaisua. Numeeriset gravitaatiokiihtyvyyden (vektori) ratkaisut



tulee liséiksi laskea jokaisella askeleella - ks. (6). Taméi vektori tulee laskea numeerisen in-
tegroinnin avulla, joten ei voida kéayttdd Maplen dsolve-komentoa. Muunnetaan ensin dif-
ferentiaaliyhtdloryhmé (7) vastaavaksi ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyht&loryhméksi

kiiyttien tietoa, ettd T2 =V (1) ja LX0 = A (¢).

Seuraavaksi kirjoitetaan Runge-Kutta -menetelméén pohjautuva proseduuri Step, joka
ratkaisee numeerisesti yhtélot (7) annetuista alkuehdoista ldhtien. Tédmé proseduuri on hy-
vin samankaltinen kuin julkaisussa [2] ja se tarkistaa paikan muutokseen liittyviin askeleen
pituuden. Jos askel on liian lyhyt tai pitké verattuna oletusarvoon DL, aika-askel dt muuttuu

vastavasti.

> FV:=(t,X,Y,Z,Vx,Vy,Vz)->[Vx,Vy,Vz]; FA:=(t,a,b,c,Vx,Vy,Vz)->
[evalf (Int (subs (X=a,Y=b,Z=0,Ix2),z=Lz..Lz,epsilon=10),10),
evalf (Int (subs(X=a,Y=b,Z=0,Iy2) ,x=-Lx..Lx,epsilon=10),10),
evalf (Int (subs(X=a,Y=b,Z=c,Iz2),y=-Ly..Ly,epsilon=10),10)];
> Step:=proc(nu) local pvl,pv2,pv3,pvd,vvl,vv2,vv3,vv4,DPV,dl;
global n,t,dt,Pos,PV,W,VV,Tau;
pvl:=dt*evalf (FV(t,Pos[],W[])): vvl:=dt*evalf(FA(t,Pos[],W[])):
pv2:=dt*evalf (FV(t+dt/2, (Pos+pv1/2) [1, (W+vv1/2) [1)):
vv2:=dt*evalf (FA(t+dt/2, (Pos+pv1/2) [1, (W+vv1/2)[1)):
pv3:=dt*evalf (FV(t+dt/2, (Pos+pv2/2) [1, (W+vv2/2) [1)):
vv3:=dt*evalf (FA(t+dt/2, (Pos+pv2/2) [1, (W+vv2/2) [1)):
pvé:=dt*evalf (FV(t+dt, (Pos+pv3) [1, (W+vv3) [1)):
vvd:=dt*evalf (FA(t+dt, (Pos+pv3) [1, (W+vv3)[]1)): #... New Lines for StepPE
DPV:=1/6%* (pv1+2*pv2+2*pv2+pv4) : dl:=sqrt(add(w~2,w=DPV));
if d1>DL then dt:=dt/2; elif d1*8<DL then dt:=dt*2;
else n:=n+1; t:=t+dt; Pos:=Pos+DPV; PV:=[PV[],Pos];
W:=W+1/6% (vv1+2%vv2+2*xvv3+vv4) : VV:=[VV[],W];Tau:=[Taull,t];
end if: end proc;

Oletetaan, ettd pieni kappale ldhtee putoaamaan lepotilasta, kun tasossa Z = 0, etéisyys
kappaleeseen on alussa nelja kertaa sivun L, pituus ja sijaintikulma vaihtelee 10° vélein.
Jokainen aika-askel talletetaan muuttujaan TTau, nopeusvektori muuttujaan TVV ja paikka-
vektori muuttujaan TPV.

> Nu:=9; TPV:=[]: TVV:=[]: TTau:=[]:
> for i from O to Nu do;
Pos:=[4*Ly*cos (pi*i/2/Nu) ,4*Ly*sin(pi*i/2/Nu),0]; W:=[0,0,0]; #Initial Conditions
t:=0; dt:=0.125; DL:=1000; n:=0; PV:=[Pos]; VV:=[W]; Tau:=[0];
while not(abs(Pos[1])<Lx and abs(Pos[2])<Ly and Pos[3]<Lz) do; Step(); end do:
TPV:=[TPV[],PV]: TVV:=[TVV[],VV]; TTau:=[TTaull,Taul;
end do:

Vapaan pudotuksen radat muille koordinaattitasoille X = 0 ja Y = 0 voidaan laskea
vastaavalla tavalla, katso kuva 3. Piirtokomentoja ei esitetd téssé erikseen. Vapaan pudotuken
radat on merkitty punaisella, alkupisteissa ratojen tangentit on merkitty vihreélld ja vapaan
pudotuksen rata pallokeskisessé gravitaatiokentéssa on merkitty ruskealla. Kuvista ndhd&déan
ettd liikkeradat monoliitin ja pallon gravitaatiokentéissd ovat merkittévésti erilaiset.

Liikeyht&lsité (7) voidaan myos kiyttéid yleisen liikkeen tarkasteluun monoliitin gravitaa-
tiokentéssd. Téssé ainoa ero vapaan pudotuksen tilanteeseen on alkuarvojen valinta. Ratojen
laskemiseen voidaan kiyttdd proseduuria Step. Oletetaan seuraavassa, ettd liike tapahtuu
tasossa Z = 0 alkuasemasta [Lz, Ly,0] ldhtien ja ettd liikkkeen alkuhetkelld nopeusvektori
suuntautuu X-akselin suuntaan. Suoritetaan radan laskeminen kahdeksalle eri alkunopeudel-
le, jotka jérjestetdén alkunopeuden suuruuden mukaan pienimméstd suurimpaan. Esitetdén
Maple-komennoista vain yksi ja jitetdan muut listaamattas:

> Pos:=[Lx,Lx,0]; W:=[-i*6000,0,0]; #.....ccvvvv..... Initial Conditions .......



Kuten kuvasta 4 ndhddén, massapiste joko osuu monoliittiin tai lentda sen ymparilld eri-
koisen muotoisia ratoja pitkin. Tamé viittaa siihen, ettd stabiilien lentoratojen 16ytdminen
monoliitin ympéri voi olla hyvinkin haasteellista. Téata havaintoa tukevat myts muut rato-
jen laskennan variaatiot erilaisia alkuehtoja kayttamaélld. Edelld olevan ohjelman koodissa
voidaan merkinnén #Initial Conditions sisiltévi rivi korvata yksinkertaisesti seuraavalla
rivilla:

> Pos:=[Lx,Lx,3*Lz]; W:=[(-10600-i*200)/sqrt(2),0, (10600+i*200)/sqrt(2)]; #Init.Cond.
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Kuva 3: Vapaa pudotus monoliitin
gravitaatiokentdssé. Kuva 4: Liike tasossa Z = 0.

Kuten kuva 5 osoittaa, massapisteelld on varsin erikoisia lentoratoja, jotka lopulta joh-
tavat putoamiseen monoliitin pinnalle. Jos alkunopeutta muutetaan vain hiukan, ovat lento-
radat varsin lahelld toisiaan lukuunottamatta loppuvaihetta, jossa voi esiintyd merkittavia
eroja.

5 Tasa-arvopotentiaalipinnat

Tasa-arvopotentiaalipintojen laskemiseksi voidaan kéyttdd kohtaa (2), josta nihdddn ettd
gravitaatiovoima on aina kohtisuorassa tasa-arvopotentiaalipintaa vastaan. Kaytetdin tasa-
arvopotentiaalipintojen laskemiseksi ja visualisoimiseksi my6s monoliitin tasosymmetrioi-
ta piirtdmélla monoliitin symmetristen tasojen ja tasa-arvopotentiaalipintojen viliset leik-
kauskéyrit. Aluksi meiddn tulee médrittda tasa-arvopotentiaalipinnan etiisyys monoliitin
keskipisteestd. Tahén voidaan kiyttdd energian séilymislakia. Sijoitetaan origo monoliitin
keskipisteen ja ajatellaan sieltd ldhetettaviksi massapiste jokaisen koordinaattiakselin suun-
taan tunnetulla nopeudella. Piste, jossa massapisteen liike pysdhtyy, vastaa tasa-arvopoten-
tiaalipintaa, jonka potentiaali on U = v?/2. Tdmén pisteen koordinaatit voidaan 16ytia alla
esitetylld proseduurilla StepPE, joka saadaan proseduurista Step muuttamalla kohtaa # New
Lines for StepPE seuraavat rivit. Tamé tehd&dén sen vuoksi, etté ei ole mahdollista opti-
moida askelia paikan suhteen liikkeen pyséhtyesséd. Proseduuriin StepPE tulevaa muutosta
voidaan luonnehtia seuraavalla rivilla:



Pos:=Pos+1/6* (pv1+2*pv2+2xpv2+pv4) : W:=W+1/6% (vvi+2xvv2+2*vv3+vv4) :

Pysihtymispisteessi gravitaatiokentdn suuntavektori voidaan méérittdd kaavan (2) mu-
kaisella integroinnilla ja symmetriatasossa voidaan maéarittdd suuntavektori, joka on koh-
tisuorassa gravitaatiokentdn suuntavektoria vastaan. Téstéd jalkimmaéisestd suunnasta voi-
daan mé#arittdd toinen tasa-arvopotentiaalipinnan piste tangenttia seuraten, tosin sanoen
ratkaisemalla ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtéloryhméi. Numeerinen ratkaisu tasa-
arvopotentiaalipinnalle saadaan kayttdméalla proseduuria StepEQ:

> StepEQ:=proc(0) local pvi, pv2, pv3, pv4, DPV, dl; global n, t, dt, Pos, PV, Tau;

pvl:=dt*evalf (FA(t,Pos[])): pv2:=dt*evalf (FA(t+dt/2, (Pos+pv1/2)[1)):

pv3:=dt*evalf (FA(t+dt/2, (Pos+pv2/2) [1)): pv4:=dt*evalf (FA(t+dt, (Pos+pv3)[1)):

DPV:=1/6% (pv1+2*pv2+2*pv2+pv4) : dl:=sqrt(add(w"2,w=DPV));

if d1>DL then dt:=dt/2; elif d1*8<DL then dt:=dt*2;

else n:=n+1; t:=t+dt; DPV:=map(u->‘if‘(u=0,0,signum(u)*DPV[abs(u)]),0);

Pos:=Pos+DPV; PV:=[PV[],Pos]; Tau:=[Taull,t];

end if: end proc;

Tasa-arvopotentiaalipinnan koordinaatit voidaan nyt laskea seuraavan koodin avulla:

> TPV:=[]: i:="i’:
> for i from 25 to 50 do;
W:=[0,i*1000,0]; Pos:=[0,0,0]; VV:=[W]; t:=0; dt:=0.005; n:=0;
PV:=[Pos]; Tau:=[0]; DL:=1500;
while W[2]>0 do; StepPE(); end do:
while abs(dt)>le-5 do; dt:=-W[2]/FA(t,Pos[],W[]1)[2]; StepPE(); end do:
PV:=[Pos];dt:=0.025; while Pos[2]>0 do; StepEQ([-2,1,0]): end do:
TPV:=[TPV[] ,map(u->ull..2],PV)];
end do:

Tilan sddstdmiseksi piirto-ohjelmia ei esitetéd téssd eikd myodskadn tasa-arvopotentiaali-
pintojen laskemista jéljelle jadville symmetriatasoille. Ne kaikki esitetdén kuitenkin visuaa-
lisesti kuvassa 6.
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Kuva 5: Yleinen alkunopeuden
suunta. Kuva 6: Tasa-arvopotentiaalipinnat.



6 Johtopiditokset ja loppupohdinta

Lentoratojen laskennan tulokset poikkeavat totutusta maan vetovoimakentéssé tapahtuvasta
liikkkeestd. Erityisesti vapaan pudotuksen radat kuvassa 3 ja epéstabiilit lentoradat kuvas-
sa 5 ovat aika erikoisia. Erot voidaan kuitenkin selittda varsin yksinkertaisesti, koska maan
vetovoimakentéissé gravitaation ja liikkeen pystysuorat suunnat ovat identtiset ja pallon ve-
tovoimakenttd suuntautuu aina kohti pallon keskipistetti. Tilanne on monoliitin tapauksessa
kuitenkin erilainen. Esimerkiksi jos kappale lilkkuu monoliitista poispéin Z-akselin suuntaan,
se voi silti vardhdelld kohtisuorissa suunnissa. Téma kdy hyvin esille kuvasta 5.
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